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ОПЕРАТОРИ ДВОВИМІРНОГО ФІНІТНОГО ДИСКРЕТНО-
НЕПЕРЕРВНОГО ПЕРЕТВОРЕННЯ ФУР'Є НА ОСНОВІ 
СПЛАЙШВ ПЕРШОГО СТЕПЕНЯ, ТОЧНІ НА 
ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ПОЛІНОМАХ ЗАДАНОГО ПОРЯДКУ 
Досліджуються оператори обчислення двовимірного фінітного дисіфетно-неперервного 
перетворення Фур'є на основі сплайнів першого степеня, точні на тригонометричних поліномах 
заданого порядку. Зокрема, досліджено їх інтерполяційні властивості. Наведена оцінка похибки 
апроксимації комплексних функцій двох дійсних змінних запропонованими операторами. На­
ведено приклад. 
The operators of calculation of two-dimensional finite discretery-continuous Fourier Transform on the 
basis of splines of the first degree were investigated. These operators are precise on trigonometric 
polynomials of corresponding degree. Their interpolation properties are researched. The estimation of 
error approximating of complex functions of two real variables by the offered operators is given. The 
example is given. 
Постановка проблеми. Проблема, яку ми розв'язуємо в даній статті, 
полягає: 1. В побудові ефективного методу відновлення коефіцієнтів Фур'є 
для функцій двох змінних на основі фіксованої кількості відліків 
наближуваної функції з використанням методу Файлона обчислення 
інтегралів від іпвидкоосцилюючих функцій і з заміною функції f(x9y) 
сплайнами першого степеня по кожній змінній; 2. На основі отриманих 
операторів (при N=M ) будуємо оператори, точні на тригонометричних 
поліномах порядку N 
Аналіз літератури. В літературі, присвяченій перетворенню Фур'є 
основними напрямками досліджень є різноманітні варіанти реалізації 
швидких алгоритмів дискретного перетворення Фур'є [1], [2], порівняння 
швидких алгоритмів дискретного перетворення Фур'є та дискретного 
перетворення Хартлі [3], створення багатовимірних варіантів дискретного 
перетворення Фур'є [4]. Класичне двовимірне перетворення Фур'є [5 , с.17] 
ао со 
#(i/,v)= J Jf(x,y)exp[-j2ir(ux + vy)]dxdy, 
—00 - O O 
0 0 o o 
f(x,y)= J |Я(м,у)ехр[у2я-(і/х + у^)] dudv 
—00 - o o 
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в прикладних задачах, орієнтованих на комп'ютерні технології, 
використовують у вигляді прямого та оберненого дискретного перетворення 
Фур'є[1,С495] 
Н ( п , у 2 ) = ( Л Г 1 , ^ 2 Г і Л І 1 "І" 1 / ( г 1 , г 2 ) е х р [ - 7 2 ^ ( у 1 г 1 / Л Г 1 + у 2 г 2 / ^ 2 ) ] , 
г 1 = 0 т2=0 
V, =0,^,-1^2 = 0 , 7 У 2 - 1 , 
N1-1 N2-1 
/(Ч>Т2)= £ Е Н ( к 1 , У 2 ) е х р [ 7 2 л - ( и 1 г 1 / ^ 1 + У 2 г 2 / ^ 2 ) ] , 
у\=0 у2=0 
т^О^^и^^О^^І. (1) 
Двовимірне дискретне перетворення Фур'є (1) з точки зору характеристик 
точності мас недоліки, які розглянуто в [6]. 
Метою роботи є: 1) побудова операторів обчислення двовимірного 
фінітного дискретно - неперервного перетворення Фур'є на основі сплайнів 
першого степеня по кожній змінній, з (2М1+1)(2А/2+1) вузлами (хр9уд)9 
р=-М\,М\, <7=-М2,М2 , які мали б нову, порівнянно з класичним дис­
кретним двовимірним перетворенням Фур'є властивість - можливість форму­
вати неперервне наближення функції по її дискретних відліках і при цьому 
забезпечувати більш високі характеристики точності, порівнянно з класич­
ним двовимірним дискретним перетворенням Фур'є (при однаковій кількості 
вузлів); 2) побудова на їх основі (при N = М 
N=(N1, N2), Л/=(А/1, Л /2 ) ) операторів, точних на тригонометричних 
поліномах порядку N; 3) дослідження властивостей отриманих операторів; 
зокрема доведення, що ці оператори є операторами інтерполяційного типу: 
Побудова операторів обчислений двовимірного фінітного 
дискретно-неперервного перетворення Фур'є на основі сплайнів 
першого степеня. Для наближеного обчислення коефіцієнтів Фур'є 
. я* п 
Ь к І ^ ( І ) = — / /Г(х,у)ехр[-і(к1х+к2у)]Лф,к1=^1,К1,к2 = -Н2,К2,(2) 
в двовимірній сумі Фур'є 
ЛЯ N2 
*К (*>= Е Е Ь^(г )ехр[ і (к1х4 іс2у ) ] ,М<А/1 ,^2<М2 
комплексної функції дійсного аргумента Г (х,^)=Кег(х,у)-ь|ІтГ(х,у); 
. 2 
Яе^х.у) , ІтА[х,у)єС [ -я .я- ] , к=1,2,3,... використаємо підхід запро-
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понований в [7], модифікований в [8], [9], який полягає в тому що ми 
замінюємо f(x,y) її сплайном першого степеня по кожній змінній. Введемо 
до розгляду двовимірний сплайн першого степеня по кожній змінній для 
fix,у) 
MX М2 
SplA/(/;*>.v)= Z Z h\{x,p\A\)h\{y9p2^i)f{xpUyp2)y  
р\=-М\ р2=-М2 
М(х^ ,АЛ) = (|г-1|-2|г|+|г+1|)/25г=х/А^-^ А* =2*/(2Ж + 1), *=1,2, 
(x9y)e[-x,xf, х р { =р\Ах, у р 2 =р2А2 • (3) 
Підставляючи (3) в (2), отримуємо 
^ л ^ е , і т М 1 
^ ї й ( / ) = 7 2 Z І Я*Рх,УРг> 
4яг р\=-М\ р2=-М2 
(/>1+1)Л, (р2+1)Д2 
J / А1(дг,р1,А1)А10',;р2>Д2)ехр[-у(А1дг+А2у)]А(/и, (4) 
(р1-1)Д,(/.2-1) Д 2 
A, =2я-е,, е, =1/(2М1+1), pl=-Ml,M\, kl=-Nl,Nl, ШйМІ, (5) 
Д2 =2яе2, е2=1/(2А/2+1), р2 = -М2.Л/2, *2 = -N2,N2, N2<,M2. (6) 
Виконавши обчислення в (4) із врахуванням (3), (S), (6) одержимо 
^. ,с , м\ мі 
* Ж Й 2 ( Л = £ Z Д * р 1 > » 2 ) > < 
/>1=-ЛЛ р2=-М2 
[l-cos(*l A^l-cos^ А2)]  
л-2 А12 *22 Ах А2 
хсхр[-у І^рІА^^ргАг)], (*1*0A*2*O)]V 
[l-cos^lAO]^ 
кк\2Ах  
[ l-cos^A^ 
ехр(-yjfelplAj), (*1*0л*2=0) 
exp(-y*2p2A2), (*1=0л*2*0) 
(7) 
л-^ A2 
v[e^e2,(*i = 0AA2 = 0)]}, *l=-M,M,*2=-#2,Vv"2 
Оператор 
A1=-N1*2=-W2 
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де (х,у)е[-я,я]*, дозволяє обчислювати неперервне наближення функції 
/(х,у)єСг[-я9я]2; г=1,2,3,... по її дискретних відліках /(хрЇ9ур2), 
(хр\»Ур2 )є(~я9я)2 При застосуванні (8) враховуємо вимоги двовимірної 
теореми дискретизації [10, С.13], [11] для вибору необхідних А/1, А/2 для 
даної функції і*(х,у) 
Теорема 1. Нехай вузли і коефіцієнти кубатурної формули (4), які вико¬
ристовуються для наближеного обчислення коефіцієнтів Фур'є Ь к \ ^ ( і ) , 
задовольняють умову: 
ь к й ї и{еМЛп*+Му)]}рі Р2 пи к2; 
к\=~т,т; А:2=-ЛГ2,ЛГ2, р\=-М\9М\, р2=-М2,М2; де 5 є символ 
Кронекера, к2ф® € деякі числа. Тоді оператор (див. також [8]) 
N1 N2 
Ь І Ї * ^ і і «ВІК*®* 
хехр[у(кІУІ+к2у2)], ( У ! , У 2 ) Є « 2 , И = ( - о о , о о ) , (9) 
и хі і* и V і / 
де: 
„Р,2<і,8р1 , А = " Ч М , к 1 , к 2 
к 1 = 4 4 1 , № , к 2 = - № , № ; 
Мі М2 
(Ю) 
Ь І * Ж І І е х р [ у ( * 1 х р 1 + * 2 у р 2 ) ] : 
4 * /?1=-Л/1 р2=-М2 
(р\+\)Аі (р2+1)Л 2 
х | | Ь1(х,р1,А 1)Ь1(у,р2,А 2)ехр[-і(к1х+к2у)]<1хс1у= 
Ср1-1)А! (р2-1)Д 2 
[ і - с « ( И л , ) ] [ і - ^ д а л 2 ) ) ( 1 1 < 0 л И , 0 ^ 
п2 к\2 к22 А\ А 2 
' [ І - С О Т А И А Р ] 
пк\2 Ах 
, ( « * 0 л * 2 = 0 ) 
[ і - с о 8 ( * 2 А 2 ) ] 
які2 А 2 
, (А1=0л*2*0) 
у [ і , ( * 1 = 0 л * 2 = 0)]}, *1=-М,М,*2=-Л2,ЛЕ; 
має такі властивості: 1°. Ь £^2^ 8 р 1 Г=ї, 
( п ) 
(12) 
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М\ М2 
я к щ о / = £ X ^ і . і 2 ^ [ і ( г 1 х + й у ) ] ^ С г 1 і й є И . 
г1=-Л/1 г2=-М2 
2° Ь й2& 8 р 1 Ц х р Ь у р 2 ) = и > р 1 , у р 2 ) , />1=-Л/1,А/1, />2=-Л/2,М2 . (13) 
Доведення. Виконавши обчислення (10) з урахуванням (7), (11) одер­
жимо 
МІ М2 
№ N2 
х £ ^ 
А:1=-ЛЛ1 к2=-М2 
р1=-А/1 Рг=-мі 
х{[ехр[ - Л к \ р І А ї + к2/>2Д2)], ( * 1 * 0 л * 2 * 0 ) ] ^ 
v[exp(-}к\р\А х), ( * 1 * 0 л * 2 = 0 ) ^ [ е х р ( - } к 2 р 2 А 2 ) , ( * 1 = 0 л * 2 * 0 ) ^ 
v[l,(*l = 0 л * 2 = 0)]}, к\=-т,т,к2=-М2,М2. (14) 
Тобто (9) в цьому випадку має вигляд: 
. . . С 1 МІ М2 
8 р 1 / ( И ^ 2 ) = е 1 е 2 X І Д ^ і ' ^ ) * 
/?1=-А/1 р2=-М2 
[ехр[-Хкїр\А1 + * 2 / > 2 Д 2 ) ] , ( А 1 * 0 л * 2 * 0 ) ^ ' 
v [ e x p ( - Д l p l A 1 ) , ( * 1 * 0 л * 2 = 0 )^ 
v[exp(-./A:2/>2А 2), (*1 = 0 л * 2 *0)]V 
VII, (*1 = 0 л * 2 = 0)] 
хехр [Дк ІУІ+к2у2) ] , (У1,Г2)Є[-;Г,;Г] 2 (15) 
Перейдемо від неперервних (У1,У2)Є [-/г,я-] 2 до дискретних 
змінних (и\т ,и2„)є( - /г ,я- ) 2 : 
і / 1 т = т А е , м 1 І І І є ( - л - , я - ) , лі = - Є , Є , А е = 2 я Я , Я = 1 / ( 2 Є + 1 ) , 
и2„ = « А ^ ,м2 л є ( -яг ,л-) , / і=-^,^,А»г = 2 я ^ ; 17 = 1/(2^ + 1). 
Нехай виконуються умови: 
£ = А / 1 , #1=А/1 , /и=-А/1,АЛ, Ад =А,, 
^ = Л / 2 , ЛГ2=А/2, л=-А/2 ,А /2 , А^ = А 2 . 
Тоді мі^ . и2„ і дня (15) одержимо (при # = Л / ) : 
А/1 А/2 
РХП*т*Уп>11 £ I Л^ьГр2)х 
р1=-А/1 р2=-М2 
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МІ М2 
Х Е Е 
к\=-МІ к2=-М2 
[ехр[-у(*1 р\ А\ + к2 р 2 Д 2 ) ] х 
х е х р ^ І т А ^ ^ л А г ^ Д И ^ О л ^ ^ О ^ 
V [ехр [-у(* 1 />1 Аі)] ехр [ / я Ах)], (*1 *О л к2=О)] V 
v[exp[-y(ifc2p2A2)]exp[Л^2яA2)],(itl=0лit2^0)]v 
(*1 = 0 л * 2 = 0)] 
х е х р ^ І ^ + * 2 ^ ^ ] , ( Х 1 і я ^ 2 я ) Є ( - ^ , ^ ) 2 , / І І = - Л / 1 , Л / 1 , / І = - Л / 2 , Л / 2 . (16) 
Маючи на увазі, що 
]Г ехр( - ітрД)ехр( / /и*Д) = 0 ,Д=2я7(2А/ + 1), тфк, 
т=-Л/ 
а також враховуючи, що 
ґехр(-і'/и/7А)ехр(/тА:А), р=ія, #я*0,1 
У Р 1 у } 1 4 ' У Ч = 2 Л / + 1 , одержимо з (16) 
т ^ л Д 1 . ™ = °> I 
Ь И М ( х р і , у р 2 ) ^ ( Л 1 / 7 І А 1 Д 2 / ? 2 А 2 ) = Г ( х р 1 , у р 2 ) , 
р\=-М\,М\, р2=-М2,М2. 
Твердження (13) доведене. Враховуючи однозначне зображення 
тригонометричного полінома степеня М за допомогою його значень в точках 
(хрі,ур2),р 1= -М\ ,М\ ,р2= -А /2 ,А /2 , див. (13), можна стверджувати, що 
VC p l ) p 2 є<R 
ь К 5 р Ч ' 2 < 1 ^ 2 ё У ^ 2 й = § Е С р 1 , р 2 е х р [ і ( р 1 х + Р 2 у ) ] . 
р1=-Л/1 р2=-М2 
Теорема 1 доведена. В наступній теоремі доведена оцінка похибки апрокси­
мації дійсних функцій двох змінних за допомогою оператора Ь м 2 м > 8 р 1 ^ 
Теорема 2. Хай Л^/ А / ^ х , у ) = А [ х , у ) - І ^ 2 ^ , 8 р 1 Г-похибка апрокси­
мації функції /(хуу) за допомогою оператора Ь ^ 2 ^ 8 р 1 Г; г х ^ ( х , у ) = 
= Г(х ,у) -8х4 ^(Х»У) " похибка наближення функції ї(х,у) сумою Фур'є 
Б N 2 с і *Ч х> У ) порядку N=(N1,N2); І-тотожній оператор. Тоді виконується 
співвідношення при N=N1: І 1 м м і * (х ,у )= 
= г м 1^  ( х , у ) -Ь ^ ^ [ г м і(х,у) ]=(І-Ь й 8 р 1 ) г М Ч**У) • (17) 
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Доведення. Враховуючи властивісті (12), (13), можна написати 
L F M 2 d M S p l [ S ^ 2 df(x,y)]=S M 2 d f ( x , y ) . Тому: 
f(x,y) = S^ 2 df(x,y)+rMf(x,y)=>RH Mf(x,y)=S^ 2 df(x,y) + rMf(x,y)-
•Lм?м S P ' [S^ d f (х ,у )+тм^(x ,y ) ]=S^ 2 d f (x ,y )+ iMf(x ,y ) -
-L м^м S P 1 S^i 2 df (x,y)-42 dM S p V ( x , y ) ] = 
=r M f(x,y>L F ^ 2 d i S p l r M f(x,yKI-L^ 2 1 d 1 - S p l )rMf(x,y). 
Тобто отримали доведення теореми 2. 
Теорема 3. Якщо Х т м 2 =|| L £ $ { S p l | | с ( / ) ) , 
Рт,М2<Л= inf І У - * | | LOO(D) € H a f t KP a^ e наближення функції f ( х , у ) 
v e T M 1 M 2 
тригонометричними поліномами Т М 1 М 2 » т о оцінка похибки 
R м, Mf(x>y)= f ( x »y )_L и м S p l ^ Х »У) виконується співвідношення 
| | R M , M i c ( D ) ^ 0 + ^ l , A / 2 ) / > M l , M 2 ( 0 , D=(r7l9n)2 (18) 
Доведення. Враховуючи (17) отримаємо: 
l R M , M ^ C ( D ) = | f - L ^ M S P l f | c ( / ) ) = г А / / - ^ ^ ' * 1 г Л / / C(Z>) = 
=0 + ^ і ,ш )1 ')и/| | С ( и )- ТеоремаЗ доведена. 
Теорема 4. Хай f (х,у)є Wr(D), г = 1,2,.... Тоді виконується співвідношення: 
IR м, Mf| С(О) *<X(l+*jn. М 2 ) ^ ) , л7=тіп{М1,М2}. (19) 
А / 
Доведення. Зауважимо, що S^,2<i f(x,y) = S^mSy M2f(x^y) • Тому для 
похибки наближення f(x,y) сумами Фур'є отримаємо: 
' M f (X,y) = f (X,y)-S j / M f (х,у)=а<А/1<А/2)^ ) У)=[а-5 £л/1 HC-S y,A/2> 
-d<Afi)(I-<W2)]f(x,y)=R1 f(x,y)+R2 flXy)-(R, R2)f(x>y); 
II f M f llc(D) =1 (*1 + R 2 - R l R 2 ) f Ic(D) Ф і f lc (z» +I|R2 f |lc ( D) + 
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+| |R,R 2 f |L < max E x M 1 ( f ;y)+ max E y > M 2 ( f ;x)+E M i j M 2 ( f ) , (20) 
V ' -K<>y<Jt -71<,X<JZ 
де 
MX Ml 
ЯЇмі*(ЬУ)= Z Clkf(y)exp(ykx) ,s£^2f(x,y)= X C2pf(x)exp(ypy), 
Clk[fl(y)]=i- Jn>,y)exp(-jkx)dx ,C2p[f(x)]=^- Jf(x,y)exp(-jpy)dy, 
-n -X ЕХ.МІ№У)= ™ « f( x>y)- 5^A/i f(x ,y)|; 
E y , M 2 ( f ; x ) = _ m a x |f(x»y)-«s ,^,M2 f(x»y)|; 
Е м ^ м г Ф ^ т а х І 8 ш ( х ) - 5 х , А / і 8 ш ( х ) | ; 8 ш ( х ) = Е у > і 2 № х ) - 3 в ^ с и , 
враховуючи (20) і відому оцінку наближення для функцій 
Г (Х>У) ^  W г , г = 1,2,3,... тригонометричними поліномами степення М, 
отримаємо 
' т М І ш ш " 'іпЛ/' 
= о ^ М1 г М2 Г , , М -> 00 
Врахуємо, що Рмі,м2 (0*Ь* / | | C(D) • Підставляючи це співвідношення у 
формулу (18) отримаємо доведення теореми 4. 
Тестовий приклад. В таблиці наведені результати обчислення оцінки 
приведеної похибки наближення функції 
f(x, y)=(l-Jc2)[cos(A^/>/2) + l]+Xl + >'2)[cos(A^/>/3)-l] за допомогою 
оператора UJ^' S p , f(x,y)-(^l,rl) та оператора b £ 2 M ' S p l f ( х , у ) 
( £ 2 , у 2 ) , д е 
'Хш-иїїЬ* | ^ ( х н , У й ) - и К ^ Г ( х г , у г 2 ) | / _ л т а х л і |f(x r l ,y r 2)| 
-Ml^rl^Ml -RlZrlZRl 
'1= •« КІ.УЙН-ЬЇ^'ОЧІ.УЙ)/ и ^ и |f(xrl,yr2)|, 
Ml<jrl<,Ml -R2<J-1<,R2 
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/ ?2=_ л гаах л і | г ( х г і в у й ) Д і | £ 2 , ^ |тХх г 1 ,у г 2)| 
-Л2£г2<Л2 -Я2<*2<,К1 
г2=-к™£кі | Г ( Х г ь У г 2 > ь И 8 р 1 Г ( х г ь У й ) | / _ л т ^ л і | іЧх г 1 , у г 2 ) | 
-Л2<г2</?2 Л2£г2^Д2 
для М = М1=М2; 11=111=112; 1 * = 1 « - г Д , д е N1, N2 - порядок тригоно­
метричного полінома; ( 2 М+1 ) 2 -кількість значень функції f(xr\, у г 2 ), що 
використовується у формулі (7) та (13); ( 2 М+1 ) 2 - - кількість точок 
( х г 1 , у г 2 ) , х г 1=2яг1/(2М+1), г1=-М,М, у г 2 =2яг2/(2М+1), г2=-М,М, у яких 
обчислюються числа а і , р \ /і; (2Я+1) 2 - - кількість точок ( х г і , у г 2 ), 
х г 1 =2ят1 / (2 Я + 1 ) , г 1 = 5 д , у і 2 =2ят2/(2К+1), г 2 = 5 д у яких 
обчислюються числа /?2,/2; 
а 1 = -и^Ш \ЧХ«>У*У^2*ЧХ«М^„£%т ИХП.Уг2)|. №<г\<>М\ 
М2<г2<М2 И2йг2&Ю 
а2= шах \{ ( х г 1 , у г 2 ) - 8 ^ 2 а Г ( х г 1 , у і 2 ) / т а х |і* ( х г 1 , у г 2 ) | , 
-Д2£г2£Л2 -Я2^г2йЯ2 
,¥,2й ^ х г 1 , у г 1 ) -сума двовимірного фінітного перетворення Фур'є, 
и м^2м 8 р 1 и Х ь У г 2 ) -оператор, що визначається (7), (8). 
Ь ^ 2 ^ ' 8 р 1 Г(хг 1, у г 2)-оператор, що визначається (9), (14). Для М та Я 
наведених в таблиці значення а1=а2 , /П=/?2 . 
м аі Р2 г і Г2 
4 12 2,7 Е-2 ба Е-2 6,6 Е-2 0 2,0 Е-2 
6 18 3.2Е-2 6,7 Е-2 6,7 Е-2 0 2,9 Е-2 
10 30 2,0 Е-2 7,3 Е-2 7,3 Е-2 2,5 Е-15 2,1 Е-2 
20 60 3,5 Е-2 7,5 Е-2 8,9 Е-2 7,3 Е-15 3,5 Е-2 
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Висновки. 1 .Запропоновано оператори (7), (8) обчислення двовимірного 
фінітного дискретно-неперервного перетворення Фур'є на основі кусково-
сталих сплайнів. 2. Запропоновано оператори (9), (14) обчислення 
двовимірного фінітного дискретно-неперервного перетворення Фур'є з 
інтерполяційними властивостями. 3. Отримана оцінка (19) похибки 
апроксимації функції f(x, у ) є С г (D), г=1,2,3, . . . за допомогою оператора 
L ^ 2 ^ S p l f 4. З таблиці видно, що /1=0 при N=M. Тобто, у даному 
випадку оператор L J^ 2^ S p l f (х,у) інтерполює f (х,у). 5. Наведений при­
клад підтверджує теоретичні твердження авторів. 6. Отримані результати 
узагальнюють твердження роботи [12]. 
Перспективи подальших досліджень. Подальші дослідження у 
даному напрямку автори вбачають у застосуванні запропонованих опера­
торів обчислення фінітного дискретно - неперервного перетворення Фур'є з 
використанням кусково-сталих сплайнів при вирішенні деяких задач матема­
тичного моделювання, у деяких відомих непараметричних та параметричних 
методах спектрального оцінюваня двовимірних сигналів у цифровій обробці 
сигналів, у сучасних інформаційних технологіях і т.і. 
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